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あらまし 深層学習の重要な一要素として，レイヤーワイズの pre-trainingがある．レイヤーワイズの pre-trainingの

一つとして制約つきBoltzmannマシン (RBM)が有名である．RBMにはBernoulli-Bernoulli型とGaussian-Bernoulli

型があり，従来法の学習アルゴリズムとしてContrastive Divergence法が有名である．本発表ではBernoulli-Bernoulli

型，Gaussian-Bernoulli型の両方の最尤学習アルゴリズムと，最適化規準として新たに最大再構築確率を導入し，そ

の学習アルゴリズムに焦点を当て，経験的に高速で安定に収束する補助関数法による新たな更新アルゴリズムの導出

を行う．そして，人工データによる収束性能の比較実験を行い，その挙動に対して議論する．
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Abstract Layerwise pre-training is one of important elements for deep learning, and Restricted Boltzmann Ma-

chines (RBMs) is popular layerwise pre-training method. At present, the most popular training algorithm for RBMs

is the Contrastive Divergence (CD) learning algorithm. We propose deriving a new training algorithm based on an

auxiliary function approach for RBMs using the likelihood and the reconstruction probability of observations as the

optimization criterion. Through an experiment on parameter training of few RBMs, we confirmed that the present

algorithm outperformed the CD algorithm in terms of the convergence speed and the reconstruction error when

used as an autoencoder.
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1. は じ め に

近年，深層学習 (Deep learning)の有効性は画像認識や音声

認識をはじめ，様々な分野で示されている．深層学習において，

大量のデータの下で学習をいかに効率的に行えるかは重要な課

題の一つである．その中で，Hinton らによってレイヤーワイ

ズの pre-trainingが最終的な Deep Neural Network(DNN)を

学習するときのパラメータの初期値として高い効果が得られる

ことが分かってきた [1], [2]．

レイヤーワイズの pre-trainingとして制約付きBoltzmannマ

シン (Restricted Boltzmann Machine; RBM) [3]が有名であり，

DNNの最下層である実数の観測データを 0または 1のバイナリ

の特徴量に変換する層の学習モデルとして Gaussian-Bernoulli

型 RBM，DNN の中間層としてバイナリからバイナリに変換
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する層の学習モデルとして Bernoulli-Bernoulli 型 RBM が存

在する．これらを学習するアルゴリズムは Contrastive Diver-

gence(CD)法 [1], [4]が非常に有名であるが，pre-trainingにか

かる時間と最終的に DNNを学習する時間は pre-trainingのほ

うが大きくなる場合があり，pre-trainingをいかに効率的に行

えるかが DNNの全体の学習にかかる計算時間に直結する．

我々の研究室では，これまで様々な音響信号処理問題における

最適化問題に対し，補助関数法と呼ぶ原理に基づく最適化アル

ゴリズムを導出し，その効果を示してきた（例えば [5]）．RBM

の学習においても補助関数法に基づく学習則を導出することが

できれば，DBNの初期学習方式として高い効果を発揮する可能

性がある．以上の動機のもと，本発表では Bernoulli-Bernoulli

型 RBM と Gaussian-Bernoulli 型 RBM の学習問題に焦点を

当て，補助関数法に基づく新しい学習則を提案する．

2. 制約付きBoltzmannマシン [3]

2. 1 RBM学習における目的関数

RBMは，Fig. 1で示されるように完全 2部グラフの無向グラ

フの構造を持ち，観測される状態を可視層，背後にある状態を隠

れ層と呼ぶ．このとき，可視層同士や隠れ層同士には結合が無い

ため “制約付き”と呼ばれる．RBMには，可視層の状態と隠れ

層の状態が 0または 1のバイナリ値をとる Bernoulli-Bernoulli

型，可視層の状態が実数値を取り，隠れ層の状態が 0または 1

のバイナリ値をとる Gaussian-Bernoulli 型と呼ばれるものが

ある．

そこで，まず Bernoulli-Bernoulli 型 RBM について説明す

る．可視層の状態数を I，可視層の状態を v = {vi} ∈ {0, 1}I，
隠れ層の状態数を J，隠れ層の状態を h = {hj} ∈ {0, 1}J とす
ると可視層の状態と隠れ層の状態を確率変数とした Bernoulli-

Bernoulli型 RBMの同時確率は

p(v,h|Θ) =
exp(−E(v,h|Θ))

Z(Θ)
(1)

で定義される．ここで，

E(v,h|Θ) = −
∑
i

bVi vi −
∑
j

bHj hj −
∑
i,j

Wijvihj， (2)

Z(Θ) =
∑
v

∑
h

exp(−E(v,h|Θ)) (3)

であり，Θ = {bVi , bHj ,Wij} は分布パラメータである．また，∑
v や

∑
h は v や hのすべてのバイナリパターンに関しての

和を表す．

ここで，可視層同士，隠れ層同士の依存関係が無いことから，

p(v|h,Θ) =
∏
i

p(vi|h,Θ), (4)

p(h|v,Θ) =
∏
j

p(hj |v,Θ) (5)

という関係があり，式 (1)から

p(vi = 1|h,Θ) =
1

1 + exp(−bVi −
∑

j Wijhj)
, (6)

図 1 RBM のグラフ表現

p(hj = 1|v,Θ) =
1

1 + exp(−bHj −
∑

i Wijvi)
(7)

となる．このように可視層の条件付分布が Bernoulli 分布，

隠れ層の条件付分布が Bernoulli 分布となるため，Bernoulli-

Bernoulli型と呼ばれる．

次にGaussian-Bernoulli型RBMについて説明する．可視層

の状態数，隠れ層の状態数，隠れ層の状態はBernoulli-Bernoulli

型と同様に I，J，h = {hj} ∈ {0, 1}J とし，可視層の状態は
実数値をとるので，v = {vi} ∈ (−∞,∞)I とおくと可視層の

状態と隠れ層の状態を確率変数とした Gaussian-Bernoulli 型

RBMの同時確率分布は

p(v,h|Θ) =
exp(−E(v,h|Θ))

Z(Θ)
(8)

で定義される．ここで，

E(v,h|Θ)=
∑
i

v2i
2σ2

i

−
∑
i

bVi vi
σ2
i

−
∑
j

bHj hj −
∑
i,j

Wijvihj

σi
,

(9)

Z(Θ) =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞

∑
h

exp(−E(v,h|Θ))dv1 · · · dvI

(10)

であり，Θ = {bVi , bHj ,Wij}や {σi}は分布パラメータである．
ここで，問題の簡単化のために本論文では {σi}は定数として
取り扱う．

Bernoulli-Bernoulli型と同様に式 (8)から条件付分布を求め

ると，

p(vi|h,Θ)

=
1√
2πσi

exp

(
−
(vi − bVi − σi

∑
j Wijhj)

2

2σ2
i

)
,

(11)

p(hj = 1|v,Θ) =
1

1 + exp(−bHj −
∑

i Wijvi)
(12)

となり，可視層の条件付分布が Gauss分布，隠れ層の条件付分

布が Bernoulli分布となるため，Gaussian-Bernoulli型と呼ば

れる．

RBM の学習問題とは観測される N 個の可視層のデータ

v(1), · · · ,v(N) からこれらのパラメータ Θ を推定することで

ある．

このとき，Bernoulli-Bernoulli型，Gaussian-Bernoulli型の

RBMの学習問題に対するよく用いられる目的関数として，次

の周辺分布の対数尤度関数が挙げられる．

J(Θ) =
1

N

∑
n

log p(v(n)|Θ) =
1

N

∑
n

log
∑
h

p(v(n),h|Θ).

(13)

2. 2 Contrastive Divergence法 [1], [4]

最急降下法により，式 (13)で表される周辺分布の対数尤度関
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数 J(Θ)の最大化を考える．

まず，Bernoulli-Bernoulli型 RBMについて，J(Θ)をΘに

関して微分すると，

∂J

∂Θ
(Θ) =− 1

N

∑
n

∑
h

p(h|v(n),Θ)
∂E

∂Θ
(v(n),h|Θ)

+
∑
v

∑
h

p(v,h|Θ)
∂E

∂Θ
(v,h|Θ)

(14)

となる．このため，最急降下法によるパラメータの更新は

Θ← Θold + ϵ∆cdΘ (15)

となる．ただし，ϵは学習率，∆cdΘ = ∂J/∂Θである．

ここで，v や hについての和に関しては厳密に計算しようと

すると O(2I)や O(2J)の計算量となるため，現実的ではない．

しかし，式 (14) の第 1 項に関しては式 (5) を用いて周辺化を

行うことにより，
∑

h を
∑

j にすることが出来る．

しかし，式 (14)の第 2項に関してはどうしても計算が困難

である．そこで，式 (14)の第 2項は同時確率による期待値計

算であることに注目すると，次式のようなギプスサンプリング

による同時確率の近似を用いることで計算量を削減することが

考えられる．

p(v,h|Θ) ≈ 1

M

∑
m

δ(v − v(m))p(h|v(m),Θ) (16)

ここで，式 (4)，(5)からギプスサンプリングは

hd−1
j ∼ p(hj |vd−1,Θ), (17)

vdi ∼ p(vi|hd−1,Θ) (18)

と容易に行うことが可能である．

式 (15)による更新を式 (16)のギプスサンプリングによる近

似で行う手法を CD法という．

次に Gaussian-Bernoulli型 RBMについて，J(Θ)を Θに

関して微分すると，

∂J

∂Θ
(Θ) =− 1

N

∑
n

∑
h

p(h|v(n),Θ)
∂E

∂Θ
(v(n),h|Θ)

+

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞

∑
h

p(v,h|Θ)
∂E

∂Θ
(v,h|Θ)dv1 · · · dvI

(19)

となる．これを計算するには，第 1 項に関しては Bernoulli-

Bernoulli 型と同様に式 (5) を用いて周辺化を行えばよい．ま

た，第 2 項に関しても Bernoulli-Bernoulli 型と同様に同時確

率による期待値計算であるので，同様にギプスサンプリング

による近似を行うことで近似的に計算が可能となる．よって，

Gaussian-Bernoulli型でもBernoulli-Bernoulli型と同様にCD

法によりパラメータ学習を行うことができる．

3. 補助関数法によるRBMの学習アルゴリズム

補助関数法による目的関数 F (x) の最大化問題の最適化

アルゴリズムは，補助変数 x̄ を導入して，任意の x，x̄ で

F (x) >= F+(x, x̄) となり，F (x) = maxx̄ F+(x, x̄) となるよ

うな下限関数 F+(x, x̄) を設計して，F+(x, x̄) を x について

の最小化と x̄についての最小化を交互に行うことである．ここ

で重要なのは，F+(x, x̄)を xについての最小化が容易に行え，

かつ F+(x, x̄) が F (x) によくフィットするように設計できる

かであるので，本研究では xの各変数の相互依存をなくすよう

な F+(x, x̄)を設計することを目指す．

3. 1 最 尤 学 習

ここでは最尤学習，つまり，目的関数として式 (13)で表され

る対数尤度を用い，これを最大化することを考える．

まず，Bernoulli-Bernoulli 型 RBM について考えると，

Jensenの不等式から

J(Θ) =
1

N

∑
n

log
∑
h

p(v(n),h|Θ)

>=
1

N

∑
n

∑
h

λn,h log p(v(n),h|Θ)

−
∑
h

λn,h log λn,h.

(20)

となる．ここで，等号の成立は

λn,h = p(h|v(n),Θ) (21)

のときである．式 (20)を整理すると，

J(Θ) >=−
1

N

∑
n

∑
h

λn,hE(v(n),h|Θ)

− logZ(Θ)−
∑
h

λn,h log λn,h

(22)

となる．ここで，この式の第 2項について考えると，負の対数

関数は凸関数であるので，接線の方程式を用いて下から抑える

ことが出来る．

− logZ(Θ) >= −
Z(Θ)

ζ
− log ζ + 1. (23)

ここで，等号の成立は接点となるので，

ζ = Z(Θ) (24)

となる．ここで，式 (2)から E(v,h|Θ)はパラメータ Θに対

し線形であるので，

ak(v,h) =


vi (k = i)

hj (k = I + j)

vihj (k = I + J + J × (i− 1) + j)

,

(25)

θk =


bVi (k = i)

bHj (k = I + j)

Wij (k = I + J + J × (i− 1) + j)

(26)

とおくと，式 (2)は

E(v,h|Θ) = −
∑
k

ak(v,h)θk (27)

と表すことができる．このとき，− exp(
∑

k ak(v,h)θk)に対し

て，複素 NMF [5]で用いられている Jensenの不等式を用いた

補助関数の設計法を用いると，
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− exp
(∑

k

ak(v,h)θk
)

>= −
∑
k

βk(v,h) exp
(ak(v,h)θk − αk(v,h)

βk(v,h)

) (28)

となり，等号の成立は

∀βk(v,h) ∈ [0, 1],
∑
k

βk(v,h) = 1, (29)

αk(v,h) = ak(v,h)θk − βk(v,h)
∑
l

al(v,h)θl (30)

となる．ここで，βk(v,h)は任意に設計できるので，v，hに

依存しない定数 βk とする．また，補助関数法は補助変数と従

来変数を交互に更新する手法であるので，一反復前の従来変数

θold を新たな補助変数として導入すると，補助変数の更新式の

従来変数 θを θold に置き換えて代入することができるので，式

(28)に補助変数の更新式 (30)を代入し，式 (23)を式 (3), (27)

用いて整理すると，

− logZ(Θ) >=−
∑
v

∑
h

exp(
∑

l al(v,h)θ
old
l )

ζ

×
∑
k

βk exp
(ak(v,h)(θk − θoldk )

βk

)
− log ζ + 1

(31)

となる．ここで，式 (1)，(24)から式 (31)は

− logZ(Θ) >=−
∑
k

βk

∑
v

∑
h

p(v,h|Θold)

× exp
(ak(v,h)(θk − θoldk )

βk

)
− log ζ + 1

(32)

となる．式 (21)，(22)，(24)，(32) より，Θ̄ = {Θold, βk} と
おいたとき，J(Θ)の下限関数 J+(Θ, Θ̄)は

J+(Θ, Θ̄) =
1

N

∑
n

∑
h

p(h|v(n),Θold)
∑
k

ak(v
(n),h)θk

−
∑
k

βk

∑
v

∑
h

p(v,h|Θold)

× exp
(ak(v,h)(θk − θoldk )

βk

)
+ C(Θ̄)

(33)

と定義できる．ただし C(Θ̄)はΘに対して定数の項である．

ここで，式 (33)を θk について微分すると，

∂J+

∂θk
(Θ, Θ̄) =

1

N

∑
n

∑
h

p(h|v(n),Θold)ak(v
(n),h)

−
∑
v

∑
h

p(v,h|Θold)ak(v,h)

× exp
(ak(v,h)(θk − θoldk )

βk

)
(34)

となる．ここで，式 (25)から Bernoulli-Bernoulli型 RBMに

おいては ak(v,h) ∈ {0, 1}であるため，式 (34)の第二項は

∑
v

∑
h

p(v,h|Θold)ak(v,h) exp
(ak(v,h)(θk − θoldk )

βk

)
= exp

(θk − θoldk

βk

)∑
v

∑
h

p(v,h|Θold)ak(v,h)

(35)

となる．よって，∂J+/∂θk = 0を解析的に求めることができ，

∆afθk を

∆afθk = log
1

N

∑
n

∑
h

p(h|v(n),Θold)ak(v
(n),h)

− log
∑
v

∑
h

p(v,h|Θold)ak(v,h)
(36)

と定義すると，θk の更新式は，

θk ← θoldk + βk∆afθk (37)

となる．ここで，式 (36)の右辺の第 2項は 2. 2節で言及した

ように厳密に計算することは困難である．そこで，CD法と同

様にギプスサンプリングによる v の周辺確率の近似を行うこと

で，式 (37)の計算が可能となる．

さて，式 (15)，(37)を比較すると，式 (37)の更新式はあた

かも学習率が βk であるかのような形となっている．ところが，

式 (29)よりパラメータ数が多くなると βk の平均的な値は小さ

くなるため，収束が遅くなることが予想される．そこで，収束

を速くするために以下の近似を考える．

β′
k ← βγ

k . (38)

このとき，γ ∈ [0, 1]ならば，βk ∈ [0, 1]を満たすので β′
k は βk

よりも大きくなる．そのため，式 (37)による更新が速くなるこ

とが期待できる．ただし，β′
k は式 (29)を満たさないため，補

助関数法における収束性は保証されないことには注意されたい．

以上よりBernoulli-Bernoulli型RBMの補助関数法による最

尤学習アルゴリズムは，次の 1)∼3)を反復することである．1)

補助変数 Θ̄を求める．2)ギプスサンプリングで p(v,h|Θold)

の近似値を求める．3)式 (37)の更新式でパラメータを更新．

次に，Gaussian-Bernoulli型 RBMについて考える．式 (1)

と式 (8) は同じ構造をしており，式 (2) と式 (9) を比較する

と，{σi} を定数だとしているので，学習すべきパラメータ
は Bernoulli-Bernoulli 型と同じ Θ = {bVi , bHj ,Wij} であり，
Bernoulli-Bernoulli 型と同じく E(v,h|Θ) において線形和で

表現されているため，Bernoulli-Bernoulli型と同じ手順で補助

関数が設計可能である．よって，J(Θ)の下限関数 J+(Θ, Θ̄)

は

J+(Θ, Θ̄) =
1

N

∑
n

∑
h

p(h|v(n),Θold)
∑
k

ak(v
(n),h)θk

−
∑
k

βk

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞

∑
h

p(v,h|Θold)

× exp
(ak(v,h)(θk − θoldk )

βk

)
dv1 · · · dvI

+ C(Θ̄)

(39)

と設計できる．ただし C(Θ̄)はΘに対して定数の項であり，
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ak(v,h) =


vi
σ2
i

(k = i)

hj (k = I + j)
vihj

σi
(k = I + J + J × (i− 1) + j)

,

(40)

θk =


bVi (k = i)

bHj (k = I + j)

Wij (k = I + J + J × (i− 1) + j)

, (41)

また，βk は βk ∈ [0, 1]，
∑

k βk = 1を満たす任意定数である．

ここで，式 (39)を θk について微分すると，

∂J+

∂θk
(Θ, Θ̄) =

1

N

∑
n

∑
h

p(h|v(n),Θold)ak(v
(n),h)

−
∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞

∑
h

p(v,h|Θold)ak(v,h)

× exp
(ak(v,h)(θk − θoldk )

βk

)
dv1 · · ·dvI

(42)

となる．ここで，式 (42)の右辺の第 2項は 2. 2節で言及し，ま

た Bernoulli-Bernoulli 型に対する補助関数法によるアルゴリ

ズムと同様に厳密に計算することは困難である．そこで，CD

法などと同様に Gibbs サンプリングによる v の周辺確率の近

似を行い，同時確率を式 (16)で近似すると式 (42)は

∂J+

∂θk
(Θ, Θ̄) =

1

N

∑
n

∑
h

p(h|v(n),Θold)ak(v
(n),h)

− 1

M

∑
m

∑
h

p(h|v(m),Θold)ak(v
(m),h)

× exp
(ak(v

(m),h)(θk − θoldk )

βk

)
(43)

となる．ここで，ak(v,h) ∈ {0, 1} になる場合を除いて
∂J+/∂θk = 0 は解析的に解くことは困難である．Bernoulli-

Bernoulli 型の RBM では常に ak(v,h) ∈ {0, 1} となって
いるが，Gaussian-Bernoulli 型の RBM では θk が bHj のみ

ak(v,h) ∈ {0, 1} となる．しかし，∂2J+/∂θ2k は常に負とな

るため，Newton法により安定して最大点を求めることが期待

できる．また，Bernoulli-Bernoulli型に対する補助関数と同型

の補助関数を用いているので，βk は同様の役割を担っていると

考えられる．そのため，Bernoulli-Bernoulli型で議論したよう

に，収束を速くするために式 (38)による近似を考える．

以上より Gaussian-Bernoulli 型 RBM の補助関数法による

最尤学習アルゴリズムは，次の 1)∼3)を反復することである．
1)補助変数 Θ̄を求める．2)Gibbsサンプリングで p(v,h|Θold)

の近似値を求める．3)∂J+/∂θk = 0 となるようにパラメータ

を更新 (一部 Newton法を用いる)．

3. 2 最大再構築確率学習

次に，RBMの学習アルゴリズムとして，今度は目的関数が

他と異なるものを導出する．RBMを学習する際は，可視層に

入力されたデータが隠れ層で変換された特徴量を更に可視層に

変換するときに元の入力データに近くなるように学習が進むと

いう特徴がある．これは，変換された特徴量が入力データの情

報をなるべく保持しようと学習されていると考えられる．そこ

で，本研究ではこの特徴を陽に記述した目的関数を導入するこ

とを考え，次のような可視層に観測データが来たときに，ギプ

スサンプリングを 1回行ったときに元の観測データが再現され

る確率の対数を考える．

Jr(Θ) =
1

N

∑
n

log
∑
h

p(v(n)|h,Θ)p(h|v(n),Θ). (44)

この元の観測データが再現される確率を再構築確率と呼び，こ

れを最大化する最大再構築確率学習について補助関数法を用い

て学習アルゴリズムを設計することを目指す．

この式を直接最大化するのは困難であるので，この式に対

して，

h(n) ∼ p(h|v(n),Θ) (45)

でサンプリングした値を元に

Jr(Θ) ≈ 1

N

∑
n

log p(v(n)|h(n),Θ)p(h(n)|v(n),Θ) (46)

と近似することを考える．この右辺を J̃r とおく．

まず，Bernoulli-Bernoulli型 RBMについて J̃r の補助関数

の設計を考える．式 (4)，(5)，Bernoulli-Bernoulli型 RBMの

条件付分布が Bernoulli分布となることより，

J̃r =
1

N

∑
n

{∑
i

v
(n)
i log qVni +

∑
i

(1− v
(n)
i ) log(1− qVni)

+
∑
j

h
(n)
j log qHnj +

∑
j

(1− h
(n)
j ) log(1− qHnj)

}(47)

となる．ただし，qVni = p(v
(n)
i = 1|h(n),Θ)，qHnj = p(h

(n)
j =

1|v(n),Θ) である．よって，式 (6)，(7) より式 (47) を整理す

ると，

J̃r = − 1

N

∑
n

{∑
i

v
(n)
i log(1 + exp(−fV

ni))

+
∑
i

(1− v
(n)
i ) log(1 + exp fV

ni)

+
∑
j

h
(n)
j log(1 + exp(−fH

nj))

+
∑
j

(1− h
(n)
j ) log(1 + exp fH

nj)

}
(48)

となる．ただし，fV
ni = bVi +

∑
j Wijh

(n)
j ，fH

nj = bHj +∑
i Wijv

(n)
i である．ここで，式 (48) のそれぞれの項は負の

対数関数であり，その引数の項をみると，式 (23)～(32)と同様

の論理で下限関数が設計できることが分かる．

よって，下限関数 J̃+
r (Θ, Θ̄)は

J̃+
r (Θ, Θ̄)

=− 1

N

{∑
i

v
(n)
i (1− q̂Vni)ξ

V
ni +

∑
i

(1− v
(n)
i )q̂Vniη

V
ni

+
∑
j

h
(n)
j (1− q̂Hnj)ξ

H
nj +

∑
j

(1− h
(n)
j )q̂Hnjη

H
nj

}
+ C(Θ̄)

(49)

となる．ただし，q̂Vni = p(v
(n)
i = 1|h(n),Θold)，q̂Hnj =
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p(h
(n)
j = 1|v(n),Θold)，ξVni = βV

i0e
−b̂Vi +

∑
j β

V
ije

−ŴV
nij，ηV

ni =

βV
i0e

b̂Vi +
∑

j β
V
ije

ŴV
nij，ξHnj = βH

0je
−b̂Hj +

∑
i β

H
ije

−ŴH
nij，ηH

nj =

βH
0je

b̂Hj +
∑

i β
H
ije

ŴH
nij，b̂Vi =

bVi −b
V,old
i

βV
i0

，b̂Hj =
bHj −b

H,old
j

βH
0j

，

ŴV
nij =

Wij−Wold
ij

βV
ij

h
(n)
j ，ŴH

nij =
Wij−Wold

ij

βH
ij

v
(n)
i ，であり，βV

i0，

βV
ij，βH

0j，βH
ij は

βV
i0, β

V
ij , β

H
0j , β

H
ij ∈ [0, 1],

βV
i0 +

∑
j

βV
ij = 1, ∀i, βH

0j +
∑
i

βH
ij = 1, ∀j, (50)

を満たす任意定数である．また，Θ̄ = {Θold, βV
i0, β

V
ij , β

H
0j , β

H
ij}

であり，C(Θ̄)はΘに対して定数の項である．

ここで，∂J̃+
r /∂Θ = 0を解くことについて考えると，bVi ，bHj

については解析的に解くことが出来るが，Wij については解析

的に解くことが出来ない．しかし，これは，∂2J̃+
r /∂W 2

ij < 0

であるので，Newton法を用いて効率的に求めることが出来る．

また，βV
i0，βV

ij，βH
0j，βH

ij が最尤学習における補助関数法を

用いた学習アルゴリズムと同様に学習率を担っていると考えら

れるため，これらについても γ 乗を行う近似を考える．

以上より Bernoulli-Bernoulli 型 RBM の補助関数法による

最大再構築確率学習アルゴリズムは，次の 1)∼3)を反復するこ
とである．1)サンプリングにより h

(n)
j を求める．2)補助変数

Θ̄を求める．3)∂J̃+
r /∂Θ = 0から求まる更新式でパラメータ

を更新．

次に，Gaussian-Bernoulli型 RBMについて補助関数の設計

を考える．式 (46)に式 (4)，(5)，(11)，(12)を代入すると，

J̃r(Θ) =− 1

N

∑
n

{∑
i

(v
(n)
i − fV

ni)
2

2σ2
i

+
∑
i

log σi

+
I

2
log(2π)−

∑
j

(
h
(n)
j − 1

2

)
fH
nj

+
∑
j

log(exp(fH
nj/2) + exp(−fH

nj/2))

} (51)

となる．ただし，fV
ni = bVi + σi

∑
j Wijh

(n)
j ，fH

nj = bHj +∑
i Wijv

(n)
i /σi である．

ここで，

log(exp(x) + exp(−x))

<=
tanh(κ)

2κ
x2 − κ tanh(κ)

2
+ log(2 cosh(κ))

(52)

という不等式を考える．(右辺 )− (左辺 )が連続関数で，その

極小値が x = ±κで 0になり，かつ x→ ±∞で正に発散する
ことからこの不等式が成立することが分かる．また，等号の成

立は

κ = ±x (53)

のときである．この不等式を用いると式 (51)は

J̃r(Θ) >=−
1

N

∑
n

{∑
i

(fV
ni)

2

2σ2
i

+
∑
j

tanh(κnj)

8κnj
(fH

nj)
2

−
∑
i

v
(n)
i

σ2
i

fV
ni −

∑
j

(
h
(n)
j − 1

2

)
fH
nj

+
∑
i

( (v(n)
i )2

2σ2
i

+ log σi

)
+

I

2
log(2π)

+
∑
j

(log(cosh(κnj))−
κnj tanh(κnj)

8
)

}
(54)

と下から押さえられる．

ここで，fV
ni = bVi + σi

∑
j Wijh

(n)
j ，fH

nj = bHj +∑
i Wijv

(n)
i /σi であるので，−(fV

ni)
2 と −(fH

nj)
2 に対して複

素 NMF [5]で用いられている Jensenの不等式を用いた補助関

数の設計法を用いると

−(fV
ni)

2 >= −
(bVi − αV

ni0)
2

βV
ni0

−
∑
j

(σiWijh
(n)
j − αV

nij)
2

βV
nij

,

(55)

−(fH
nj)

2 >= −
(bHj − αH

n0j)
2

βH
n0j

−
∑
i

(Wijv
(n)
i /σi − αH

nij)
2

βH
nij

(56)

となり，等号の成立は

∀βV
ni0, β

V
nij ∈ [0, 1], βV

ni0 +
∑
j

βV
nij = 1, (57)

∀βH
n0j , β

H
nij ∈ [0, 1], βH

n0j +
∑
i

βH
nij = 1, (58)

αV
ni0 = bVi − βV

ni0f
V
ni, α

V
nij = σiWijh

(n)
j − βV

nijf
V
ni, (59)

αH
n0i = bHj − βH

ni0f
H
nj , α

H
nij =

Wijv
(n)
i

σi
− βH

nijf
H
nj (60)

のときである．

よって，式 (54)，式 (55)，式 (56) から下限関数 J̃+
r (Θ, Θ̄)

は

J̃+
r (Θ, Θ̄) = − 1

N

∑
n

{∑
i

(bVi − αV
ni0)

2

2βV
ni0σ

2
i

+
∑
i

∑
j

(σiWijh
(n)
j − αV

nij)
2

2βV
nijσ

2
i

+
∑
j

tanh(κnj)

8κnjβH
n0j

(bHj − αH
n0j)

2

+
∑
j

∑
i

tanh(κnj)

8κnjβH
nij

(Wijv
(n)
i /σi − αH

nij)
2

−
∑
i

v
(n)
i

σ2
i

(
bVi + σi

∑
j

Wijh
(n)
j

)
−
∑
j

(
h
(n)
j − 1

2

)(
bHj +

∑
i

Wijv
(n)
i /σi

)}
+ C(Θ̄)

(61)

となる．ただし，

Θ̄ = {κnj , α
V
ni0, α

V
nij , α

H
n0j , α

H
nij , β

V
ni0, β

V
nij , β

H
n0j , β

H
nij}
(62)

であり，C(Θ̄)はΘに対して定数の項である．
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よって，bVi ，bHj ，Wij の更新式は ∂J̃+
r /∂Θ = 0より

bVi ←
∑

n(α
V
ni0/β

V
ni0 + v

(n)
i )∑

n 1/βV
ni0

, (63)

bHj ←
∑

n(tanh(κnj)α
H
n0j/4κnjβ

H
n0j + h

(n)
j − 1/2)∑

n tanh(κnj)/4κnjβH
n0j

, (64)

Wij ←

∑
n

(
αV
nij

βV
nijσi

+
tanh(κnj)α

H
nij

4κnjβ
H
nij

+
v
(n)
i (2h

(n)
j −1/2)

σi

)
∑

n

(
h
(n)
j

βV
nijσi

+
tanh(κnj)v

(n)
i

4κnjβ
H
nijσi

)
(65)

となる．ここで，βV
ni0，βV

nij，βH
n0j，βH

nij は式 (57)，(58)を満

たす任意定数であるので，nによらない定数 βV
i0，βV

ij，βH
0j，βH

ij

とする．そして，新たに補助変数として一反復前の値を表す

bV,old
i ，bH,old

j ，W old
ij を導入し，補助変数の更新式 (53)，(59)，

(60)を代入して整理すると

bVi ← bV,old
i +

βV
i0

N

∑
n

(v
(n)
i − fV,old

ni ), (66)

bHj ← bH,old
j + βH

0j

∑
n(h

(n)
j − qnj)∑

n(qnj − 1/2)/fH,old
nj

, (67)

Wij ←W old
ij

+

∑
n((v

(n)
i − fV,old

ni )h
(n)
j + v

(n)
i (h

(n)
j − qnj))∑

n

(
h
(n)
j σi

βV
ij

+
(v

(n)
i )2(qnj−1/2)

βH
ijσif

H,old
nj

) (68)

となる．ただし，fV,old
ni = bV,old

i + σi

∑
j W

old
ij h

(n)
j ，fH,old

nj =

bH,old
j +

∑
i W

old
ij v

(n)
i /σi，qnj = 1/(1+exp(−fH,old

nj ))である．

また，このときの補助変数は

Θ̄ = {bV,old
i , bH,old

j ,W old
ij , βV

i0, β
V
ij , β

H
0j , β

H
ij} (69)

となる．

この更新式を見てみると，βV
i0，βV

ij，βH
0j，βH

ij は他の補助関

数法を用いた学習アルゴリズムと同様に学習率を担っていると

考えられるため，これらについても γ 乗にする近似を考える．

以上より Gaussian-Bernoulli 型 RBM の補助関数法による

最大再構築確率学習アルゴリズムは，次の 1)∼3)を反復するこ
とである．1)サンプリングにより h

(n)
j を求める．2)補助変数

Θ̄を求める．3)式 (66)∼(68)の更新式でパラメータを更新．

4. 収束性能の比較実験

2.，3.章で説明した各学習アルゴリズムがどのような挙動を

示すかについて，まず，Bernoulli-Bernoulli型 RBMについて

実験を行った．また，これ以降，提案した補助関数法に基づく

最尤学習アルゴリズムを提案法 1，補助関数法に基づく最大再

構築確率学習アルゴリズムを提案法 2と呼ぶこととする．最初

に可視層の状態数 I = 15，隠れ層の状態数 J = 10という非常

に小さな系で実験を行い，次に可視層の状態数 I = 1000，隠れ

層の状態数 J = 800で実験を行った．小さな状態数で行うのは，

尤度を厳密に計算するには状態数に対して指数的な計算量が必

要となるため，尤度による収束の比較を行いたいからである．

このとき，可視層に入力するバイナリデータは乱数で 100個生

成し，生成したそれぞれに対し，80％のノイズをかけたものを

100個づつ用意した．つまり，入力するデータ数は N = 10000

となる．また，学習の反復回数 T は 3000回とし，各パラメー

タの初期値は [−1, 1] の一様乱数から生成し，すべてのアルゴ
リズムで共通の初期値とした．

次に，βk，βV
i0，βV

ij，βH
0j，βH

ij は一様，つまり，

βk =
1

I + J + IJ
, βV

i0 = βV
ij =

1

1 + J
, βH

0j = βH
ij =

1

1 + I
(70)

とし，CD法の学習率 ϵや式 (38)に示す γ のスケジューリング

を t回目の反復のとき

ϵ (t) = ϵinit

(
ϵend
ϵinit

) t−1
T−1

, γ (t) = γinit

(
γend
γinit

) t−1
T−1

(71)

とした．このとき，J = 15 かつ I = 10 とした実験のとき

は ϵinit = 0.1，ϵend = 0.01，提案法 1 に関して γinit = 0.1，

γinit = 1，提案法 2 に関して γinit = 0.1，γinit = 1 とし，

J = 1000 かつ I = 800 とした実験のときは ϵinit = 0.1，

ϵend = 0.01，提案法 1に関しては γinit = 0.3，γinit = 0.5，提

案法 2に関しては γinit = 0.5，γinit = 1.0とした．また，ギプ

スサンプリングの回数を 1回，Newton法を用いる場合はその

反復数を 1回とした．

MATLAB による実装により計算時間を計ったところ，CD

法と比べ，提案法 1 による計算時間も提案法 2 による計算時

間もおおよそ同じくらいとなった．また，各学習アルゴリズム

により式 (13)に示す対数尤度がどのように遷移したかを Fig.

2(a)に示し，以下のように定義した再構築誤差 erecosnt が各学

習アルゴリズムによりどのように遷移したのかを Fig. 2(b)，3

に示す．

h̄
(n)

= arg max
h

p
(
h|v(n),Θ

)
, (72)

v̄(n) = arg max
v

p
(
v|h̄(n)

,Θ
)
, (73)

ereconst =
1

NI

∑
n

∑
i

(
v
(n)
i − v̄

(n)
i

)
. (74)

予想したように γ による学習率の近似をしなかったアルゴリ

ズムは収束が遅く，それに対し，γ による学習率の近似をした

アルゴリズムは非常に速く収束するという挙動が観測された．

また，γ の加速を行うことにより，CD法よりも速くなる可能

性を示す結果が得られた．

本来，補助関数法は設計パラメータが少ないという利点があ

るが，このときは γ という設計パラメータが生じてしまう．し

かし，補助関数法の原理より，ギプスサンプリングの近似が十

分ならば γ = 1のときは安定して収束するので，γ = 1に近づ

くようなスケジューリングをすれば良いことから，CD法の学

習率のスケジューリングより設計の指針がはっきりしていると

考えられる．

さらに，興味深いことは，本来，目的関数が式 (13) とは異

なるものから出発した学習アルゴリズムである最大再構築確率
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(a) 対数尤度

(b) 再構築誤差

図 2 Bernoulli-Bernoulli型 RBMで J = 15，I = 10における各学

習アルゴリズムの反復毎の対数尤度 (a)と再構築誤差 (b)．黒い

実線は CD 法を表し，青，赤の実線と破線はそれぞれ提案手法

の γ による学習率の近似をしなかったものとしたものを表す．

図 3 Bernoulli-Bernoulli 型 RBM で J = 1000，I = 800 における

各学習アルゴリズムの反復毎の再構築誤差．黒い実線は CD 法

を表し，青，赤の実線と破線はそれぞれ提案手法の γ による学

習率の近似をしなかったものとしたものを表す．

学習アルゴリズムが対数尤度に対して増加傾向にあることであ

る．また，このアルゴリズムは γ による学習の加速を行うと，

始めの数反復において他のアルゴリズムより対数尤度の上昇が

見られた．

次に Gaussian-Bernoulli 型 RBM について，各学習どのよ

うな挙動をするのか，可視層の状態数 I = 1000，隠れ層の状

態数 J = 800 で実験を行った．このとき，可視層に入力する

データは平均 0，標準偏差 100の正規分布し従う乱数で 50個

生成し，生成したそれぞれに対し，平均 0，標準偏差 0.1の正

規分布に従うノイズを足し合わせたものを 100 個づつ用意し

た．つまり，入力するデータ数はN = 10000となる．また，σi

は一様に 1 とし，学習の反復回数 T は 3000 回とし，各パラ

メータの初期値は [−1, 1] の一様乱数から生成し，すべてのア
ルゴリズムで共通の初期値とした．また，Bernoulli-Bernoulli

型と同様に任意定数の各 β をそれぞれ一様にし，CD法の学習

率 ϵや式 (38)に示す γ のスケジューリングを式 (71)に従うよ

図 4 Gaussian-Bernoulli 型 RBM で J = 1000，I = 800 における

各学習アルゴリズムの反復毎の再構築誤差．黒い実線は CD 法

を表し，青，赤の実線と破線はそれぞれ提案手法の γ による学

習率の近似をしなかったものとしたものを表す．

うにし，それぞれ，ϵinit = 0.001，ϵend = 0.0001とし，提案法

1に関しては γinit = 0.03，γinit = 0.05とし，提案法 2に関し

ては γinit = 0.9，γinit = 1とし，Gibbsサンプリングの回数，

Newton法を用いる場合はその反復数もそれぞれ 1回とした．

MATLAB による実装により計算時間を計ったところ，CD

法と比べ，提案法 1 による計算時間も提案法 2 による計算時

間もおおよそ同じくらいとなった．また，各学習アルゴリズム

により式 (72) に示す再構築誤差がどのように遷移したのかを

Fig. 4に示す．

Bernoulli-Bernoulli型と同様に，γ による学習率の近似をし

なかったアルゴリズムは収束が遅く，それに対し，γ による学

習率の近似をしたアルゴリズムは非常に速く収束するという挙

動が観測された．また，γ の加速を行うことにより，CD法よ

りも速くなる可能性を示す結果が得られた．

5. ま と め

本稿では，Bernoulli-Bernoulli型RBM，Gaussian-Bernoulli

型 RBMの学習アルゴリズムとして，それぞれ補助関数法を用

いて新たに最尤学習アルゴリズムを導出した．また，それぞれ

のモデルに対して，新たに最大再構築確率学習を提案し，その

学習アルゴリズムを導出した．そして，動作確認実験を通して，

既存手法と同等以上の性能を見込めることが確認できた．今

後の課題として，実データに用いた場合や多層に重ねて Deep

learningを行ったときにどのような挙動を示すかの観察が挙げ

られる．
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